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論文
指数と無差別曲面
— Sten Malmquist の所説を中心として—
高木秀玄
1. 序文
1983年9月，スペインのマドリッドで開催の第44回，国際統計会議の報告に
おいてトロント大学の NuriT. Jazairiは「指数の理論と実際の現状」！）とい
うテーマで内容豊かな発表を行なっておる。その中で「経済的指数」なる節に
おいて，いわゆる「限界値理論」，「完備にして秀れた指数」，「エコノメトリッ
ク指数」と並んで「Malmquist指数論」について述べている。 さらに，現在
のアメリカ合衆国の労働統計局の CPIはじめ各種の指数の理論の代表的指導
者ともいうべき， ペンシルバニャ大学の R.Pollakも 「物価• 生活保健局」
の WorkingPapersに「TheTheory of the Cort of Living Index」
(Working paper 1, June 1971)の第 7節「選好分野数量指数」において， Mal-
mquistの理論を取上げている。上記の N.T. Jazairiによると「30年まえに
"Trabajos de Estadistica"に発表された Malmquistの経済指数は， ごく
最近まで実際に知られないままであった」2) ものである。あるいは A.Deaton 
and J. Muellbauerによればl「最初に Malmquist(l953年）によって規定され
この指数理論……後述， 距離関数を基礎とする・・・高木…」3)ものである。 それ
1) N. T. Jazairi, The Present State of the Theory and Practice of Index 
Numbers, Proceeding Paper, pp. 123-147. 
2) N. T. Jazairi ibid. a. a. o. p. 134. 
3) A. Deaton and J. Muellbauer, Economics and Consumer behavior. Cambridge 
Univ. Press, 1980. p.p. 181-182. 
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が何故に他のこの関係の理論家達によって着目されなかったかは，恐らくその
原文の入手難によるものであろう 4)。
周知のように指数の経済理論の展開の下部構築は R.G.D. Allen5', H. 
Staehle6'等の論文にみられるように無差別曲線の連続性， 原点に対するその
凸状性に求められる。しかるに， Malmquistは Lasを真の指数の上限， Paa
をその下限とする Koniisの定理との関連を持続しつつ，後述する「距離関
数」の概念をとり入れて独自の理論を展開する。 したがって， その所論を
Koniis, Allenの系譜をたどりつつその立場を展開する。別言すれば選好分野
の消費経済理論をその背景に求める。
さて， Malmquistによると指数概念は Koniisによって導入され， Frisch,
Roy等によって展開されたものであり，さらに Woldによって計測可能化さ
れた概念である。すなわち， μ(P,S)=μ は消費者が価格 {P}で数量無差別水
準 Sに位置を占める数量の組合せを購入する所得を表わすものとしよう。す
ると I。1CS)による物価指数は次式で定義される”。
lo1(S)=μ(Pi, S) 
μ(Po, S) 
択ー的に，この指数は lo1(P.。)で示される。ここで恥=μ(Po,S)である。こ
れは Woldが価格補整指数と称したものである。 これを Malmquistは，消
費者が所得 lo1(S)μ(Po,S)を有するとき，価格 {Pサで価格 {.A。} と所得μ
CPi。,S)で購入した数量の組合せと同一の無差別水準S上の数量組合せを購入
4)この原文を掲載するスペインより発行の上記の雑誌ではコロンビヤ大学，ニューヨー
ク大学等のライプラリーにも欠号となっており，エール大学のライプラリーの厚意に
より入手しえたものである。ここに改めて同大学のライプラリーに感謝するものであ
る。
5) R. G. D. Allen, The Economfo theory of index numbers, Economica. 1949. 
6) H. Staehle, A Development of the economic theory of puice index numbers, 
Rev of Economic Studies, 1934-1935. 
7~A. A. Koniis, The problem of the true of the cost of living, Econometrica, 
1939, Vol. 7, p. 1. 
8) H. Wold: Demand Analysis, 1953, p. 148. 森田訳， 189ページ。
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するという意味で，補整指数という。かかる価格補整指数はそれに関連する無
差別水準に伴って変化する。この原則を無視することは，指数理論の議論を進
めるに際して混乱をひき起すものである凡
近時， いわゆる指数の形式理論として時には軽視されることのある Fisher
流の各種のテストを再びその経済理論の立場より検討しなすという傾向が若干
の論者によって試みられているが10)' これは既に Malmquistによっても試み
られた。すなわち，上述の指数式は彼では第 1に循環テストに合格するもので
あるという。すなわち
lo1CS), l12CS) =μ(Pi, S)・ μ(A, S) =μ,(A, S) 
μ(Po, S)μ(Pi, S)μ(Pi。,S) =lolS) 
が成立する。ここで彼は Hottelingmに帰せられる「価格無差別曲線」の概念
を導入する。すなわち 2つの価格状態間の選択は，この 2状態における購入数
量の組合せを比較して行なわれる。そのための幾何的表現と解釈を可能とする
価格空間内に価格無差別水準上に構成された一定の計測を尊入する。
かくして，価格指数，数量指数は，いわゆる要素逆転テストに合格し，ある
期間の所得の比率は価格指数と数量指数の積として示されるのである。 Frisch
はこれより Fisherのこのテストを積テストというのもこのゆえである。 さ
て， Malmquistによれば無差別マップの構造は， すべての価格が既知の状態
にあり，個別指数全体が正確に評価されるぺきものでなければならない。その
程度において未知の状態にあり，したがって無差別水準の構造について陽表的
もしくはインプリシットリーに想定されることにより，近似的性質のものとな
らざるをえない。かくして，彼によれば Las式も Paa式も本来，近似的性質
9) S. Malmquist, Index Numbers and Indiference Surfaces, Trabajoe de Esta-
tistica, 4, 195~, p. 209. 
10) W. Eichhorn: Fishers Tests Revisiited, Econometrica 44, 1976. 
11) H. Hotteling: Edgeworths taxation paodox and the nature of demand and 
seupply function Journal of Political Economy, 40, 1932. 特に p.590以下。
12) Malmquist ibid. p. 216. 
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のものである12)。いま，消費者が第 1期間において価格 {P1}で第0期間におけ
る価格で購入の数量組合せ {Q,}について価格 {P1} における支出費用に相等
しい所得 μIを受けとるときは Laspeyres補整状態であるといわれ， これは
彼が第0期間においてその購入しえた他の数量組合に対して {Q。}を選好しえ
たことを意味するも．のである。もし，この点でその評価が変化しなかったなら
ば，第 1期間で，しかも所得μIが価格 {P1}で購入することを可能とする {Q。}
と異なる数量組合せを購入することを選好するときは，過剰補整されたことに
なり，もし，第 1期間において杓で，正確に {Q。}を購入するならば，正確
に補整されたことになるのである。これに対して，変化を考慮に入れるべきと
きは， Las式補整は必ずしも過剰変化もしくは正確な装整を意味しないことに
なる。
つぎにここでの {Q1}を以下のように数量組合としよう：すなわち
A 消費者は価格 {P1} と所得杓で {Q,} を購入する。
B 価格 {.A。}での {Q1}の支出費用はμ。である。 ' 
第0期間で所得μ。の消費者は，もし，第 1期間に μIを所有するときは，
Staehle補整的である。この消費者は {.A。}で所得μ。で，彼に購入を可能と
する {Q。}と異なる数量組合せを購入することを選好するときは，過小補整的
であったといえる。かくしてMalmquistによれば， Staehle補整が第0期間と
第1期間との間の選好構造において可能な変動に独立に過小補整あるいは完全
な補整を意味することが容易に理解されるか，あるいは正確に述べるとStaehle
補整は価格の変動と選好構造における両方についての過小補整を意味するので
ある13)。
2. 価格無差別曲面
n商品について数量と価格のそれぞれについて， Qv(v=・1,…, n)および P
13) Malmquist, ibid. p. 211. 
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(v=l, …, n)とする。いま，数量無差別曲面の与えられた体系 U=U(qi, …， 
Qn)と固定的所得μ。より出発する。価格無差別曲面は Hottelingによると次
のように規定される凡
定義： U=U(q1, …， Qn)を原点に対して凸であると想定される無差別曲面の体
系であるとする。すると Th.p.=μ。を曲面U=Ui。に接する予算面であるなら
ば n+l個の方程式は
卓,_!_=立已,_!_ … 
aq. p. 6q1 P1 
, (v=2, , n,n) 
u。=U(q1,…, q。)
四ふ=μ。
”個の変数 q。を除去すると相対的価格無差別曲面は
V。=v(凸・・,~) 
V。を変化して相対的価格無差別曲面の体系を求めることが可能である。
いま，財を2財に限定しよう。その価格無差別水準の幾何的構成は次のよう
に行われる。u。=U(q1,q。)と価格無差別水準~。q.=µ。を水準 U。に接する
予算線とする。数量空間内では，ここの予算線はそれぞれ点恥／かとμ。IP2で
Qiおよび Q2を切る。ここでこれと数量無差別水準 U。に接する別の予算線
こか’恥'=μ。を考えよう。価格点ゆ1,P2} と {Pi',P2'}は同一の価格無差別水
準上にある。かくして，当該の無差別水準は予算線と数量水準 U。に接するよ
うに構成され，数量空間内の Qiー および Q2一軸と交わり， 相対的価格無差別
曲面上の点を規定するようになる。 u。上を接点をシフトすることによって価
格無差別水準が画かれるようになる。かくして，消費者は数量無差別曲面上の
異なる点に無差別であると同様に，その価格無差別曲面上の異なる（相対的）価
格点に対して無差別である。なお，これは原点に対して凸状であり，対応的な
数量無差別曲線に按する予算線によって接せられるのである。
1) H. Hotteling, ibid. pp. 590. 
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3. 価格補整指数
Maimquistはここで次のような Kantisの定理を引用する以すなわち，
第0期間での m。}={q。1,・・, p。"}と第 1期間での {Pi}={p凸・・・， Pt"} とを
比較し
定義：価格 {,A。}と所得μ。での最適予算を {Q。}={q此・・・,q。"}とする。 μI 
を価格 {P1}での対応的最適予算 {Qサ={qも..., qt)であるような所得は Q。
と同じ数量無差別水準に位置づけられる。すると求める物価指数 (Ii。1(μ。)は
次のようになる％
101(μ。)＝生
μ。
このような物価指数は ~q。Po=µ。，~あ=μ1を示し，それぞれ同一の数量無
差別水準に接するものであり，もし，価格が {P1}のとき所得 μ1=μ。I。+(μ。)
のとき，この所得は価格が m。}のとき，所得μ。に等価的である点で「価格
補整指数」である。なお，μ,とμ。とが等価的であるということは山と価格
{Pi} で最適予算点 Q,がμ。と m。}とでの最適予算点 Q。と同一の数量無差
別水準上にあることを意味するものである。
もし，山が第 t期間における名目所得であるとき，μ。は第0期間に関連
する対応的な実質所得である。他方，μ。が名目所得であるときは山は第t期
間に，それに対応する実質所得である。この場合に名目所得μ,Iま次の比率で
示される。
R=互=__E!_—
μ, μ。IotCμ。)
明らかに，これは一種の数量指数とみなされ，これについて更に後程，ふれる
ことにする。このような価格補整指数は一般にそれに関連する「標準」 (Stan-
dard) Sに伴って，すなわちμ。に伴って変化するが，これは J(μ。)もしくは
1) Malmquist, ibid. p. 17. 
1) A. A. Konils ibid. p. 2. 
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I(S)で示される2)。第 1図は価格補整指数を示すものであり，きわめて簡単な
図形である。
定理1: S'は.μ。に対応し，価格点 {Pi。りでAをよぎる価格無差別水準であ
第1図
る。第 1期間についての価格点{Pi'}
は点 Dで示されるゆえに
lo1CP.o) ＝ OD OC' 
もし，その第1期間での所得がCD/
ocμ。のときは Dは Cヘシフト
する。すなわち， S'ヘシフトする。
ここで Malmquistはμ'とμ"に
関連する指数 J(μ')とJ(μ")につ
いて考察する3)。 この場合に次の第
(1)式が成立する：
101 (μ') = 101 (μ") ........ ・(1) 
この場合にμ'とμ"に対成する価格無差別水準 S',S"は一定の条件を満足
しなければならない。事実上， 第1図の.} Po'}と {Po"}がそれぞれ第0期内
で， また {Pi'} と {P1H}が第1期内での価格点のときに次式が成立しなけれ
ばならない：すなわち
OB OF I 
泣方町}
なお，次式が成立する。
OD _OF I。1(µ')=— 101(µ0)-―OC'OE' 
これより第(1)式はその関係を意味する。
器＝憐あるいは薔＝癌＝器 ．．．．．．．・(2)
2) Malmquist, ibid. p. 214. 
3) Malmquist. ibid. p. 213. 
33 
322 関西大學『純清論集」第34巻第3号 (1984年7月）
これより彼はその第2の定理を導びく。
定理2: {P}を価格無差別水準 s。上の点とし， {aP}をふ上の点とする。
すると S。に関連するすべての価格補整指数は aが確定不変である。すなわち
{P} に独立的であるとき，しかもそのときに限りふに関連づけられる対応指
数に相等しい4)0 
4. 価格補整連鎖指数
ここで Malmquistは連鎖指数への発展について述べるのであるが，もとも
と連鎖指数の最も理論的なものは，いわゆる Divisiaによって定式化されたも
のである I)。もっとも Divisiaの稿の目的は指数式の展開にあるのではなく，
貨幣価値の測定を当初の目的とするものであったが， 2点間の物価変動一例え
ば Las式， Paa式等は 0と1の両期間の物価水準の比較の計測を目的とする
ーではなく，時間的に連続する微分変動量の分析を目的としたことより，積分
計算による連続変動をとらえる算式の典型的なものとみなされるようになっ
た。それはそれとして，いま，価格にPo=CP1°,…, p訊）から P1=CP11,…， Pni) 
へと変化し，それに対応する qO=(q凸…， q砂）からが=(b凸…， q占への数
量変化を無限小であると想定し，したがって微分方程式で定義されるものであ
る：すなわち
立=~qidP;
p LI.J必'
これを n個の総和とし， P=CP1,…，p心と q=(qi,…，q.) が時間関数とみな
し，上式を稼分し
4) Malmquist, ibid. pp. 214-215. ! 
J. Villr; Sur les conditions d'existence d'une ophelimite totale et d'un indice 
du niveau des prix, Anna/es de l'Universite de Lyon, 1946. 
H. Wold: Demand Analysis, p. 147による。
1) F. Divisia, L'indice monetaice et la theorie de la monnaie, Rev. d'Economie 
Politique, 39, pp. 842-61, 980-1008, 1121-51. 
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p。=P炉 exp(~ぎ璧杓
を誘導する。これが Divisiaの連鎖指数式と呼ばれるものである％
Malmquistによると次のように展開された。価格空間内の価格補整連鎖指
P, 
第2図
数の作成は， 2個の商品 A,Bにつ
いて例示される。第2図で示された
ように第 1は連鎖が A1とAsとの
間の比較をふくむ。したがって，価
格補整指数の定義に対応して次式が
成立する。
Io1C炒）=__Q&_ 
OA2 
ついで第2の連鎖は価格点AsとAa
p;- との間の比較をふくむ。当該の指数
μ。 の第1の連鎖と同様の標準に関連づ
けられるとき，消費者所得は
μl =/01年）μ。=盟：恥，
となる。このことは（相対的）価格無差別水準 A2A4上の価格は81:によっ
て乗ぜられる。たとえば
旱＝菫
OA4 OA2 
が成立し，これより次式が成立する。
ん(μ1)→（盟圧）＝続
1)例えば， C.R. Hulten, Divisia Index Numbers. Econometica, 41, 1973. pp. 
1017ー 26.
D. Usher, The Stability of the Divisia Index for the Measurement of 
Economic Aggregales. Reo. of Income and Wealth, 20, 1974. pp. 273-88. 
E, Hofsten, Price Indexes and Quality Changes, Chapt. 6. 
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かつ I。1'(μ。). 112(μ1) =-§ 岱—盟~-§免—=Ii。2伍）
これより， Malmquistによれば，最後の指数は A1と A6との価格点の標準
μ。での直接比較を意味し，次の定理へと展開される2)。
定理3: Malmquistのここでの定理は R.Frischがその代表的論文3)で述べ
た循環テストの思考方向を土台とする。すなわち，価格補整指数は次の循環関
係をみたす：
I。1CS)・I12CS)=I20CS)
このように連鎖は価格点 {P,}に到達するまで継続され，水準μ。での {Po}と
訊｝との間の直接比較を求めたと同一の結果を生ずる。したがって，この定理
に次の補助定理が必要となる。
補助定理価格補整指数は連鎖の任意の個数の連鎖指数に解せられる 4)。な
ぉ，後程，これを既述の Divisia指数と比較される。
5. 物価指数の限界値
ここで Malmquistは物価指数の限界値理論についてふれる。 この問題は
Kantis, Bartkiewicz, Allen, Haberler, Staehle等により，殊に Kontisが
その先駆的理論家とされるもので，無差別曲線の原点に対して凸状性，非交叉
性により，真の階数，すなわち，同一の水準上にあるため，時点を異にする 2
支出の比率の上限をなすものが Las式，下限をなすものが Paa式算式にょ
る。すなわち， Paa.くlo1(μ。)<Las. の不等式にかかわる問題である。
いま {q(P,μ}を所得μ と価格 {P}の条件での購入量であるとする。数量
は次式によると想定される。
2) S. Malmquist, ibid. p. 216. 
3) R. Frisch, Annual Survey of General Economic Theory : The Proj)lem of 
Index Numbers. Econometrica, 1936. p. 13. 
4) S. Malmquist, p. 216. 
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{q(aP, aμ))= {q(P, μ)} 
工q(P,μ)p=μ 
所得 μIは次式による：すなわち
工q(Pi,μ1)q=μ。
したがって I =_.!!L~101 (S)~:E q(Po, μ。)P1=J …………・・(3) 
μ。μ。
ここで指数 I(S)は第0期間において所得μ。によって決定される水準 Sに
326 
関連づけられる。
証明 以上の定理の証明は次のとおりである。いま，数量を考察すると点 {q
(P., P.1} と {q(Po,μ。)}は同一の予算面（エqPi。=JJ.o)上に位置づけられるけれ
ども {q(Po,μ。)}に最適であり， {q(P1,P.1)}に対して，より選好的である。
もし， ， 
I(S) =J(μo) =_!!:_ 
μ。
のときは μ1E;.μ'となり5)' したがって
__E]_(I(μ。)
μ。
?
?? さらにエq(Po,μ。油=μ*のときは．
数量点 {q(Pi,μ*)}かつ {q(Po,μo)} 
はともに予算面工qか=μ*上にある
が， q(Pi,μ*)は最適であり，かく
して {q(Po.,μ。)｝に対して選好的で
あり，μ*>μ'が成立する。上の第
(3)式を Malmquistは第3図のよう
に幾何的に表現する。
所得生は価格 {Pi}での消費数
屈 量が所得に伴ってどのように変化す
第3図 るかを示す予算デークーより決定さ
5) S. Malmquist の原文では µl~µI となっている。明らかにこれは間違いである。·
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れる。既述の不等式は Staehleによって証明されたものである6)。第(3)式の右
辺は Las式指数であり，第3図は 2つの価格点 {Pi。}と {Pサとはそれぞれ
A と Bとで示される。するとここで次式が成立する。
OB 1 /(μo)=-―あるいは OC=OB・一
OC I 
上式の Cは {.A。}を通る直線 OBと無差別曲線 s。との間の交点である。
らに予算線 I::qrn。,μ。)p~µ。を D=a{Pi} 内で OB に交わるようにとる。こ
の予算線は A において凸状の無差別曲面 s。に接するから OD<OCとなる。
したがって/(μ。)＜―となる。これより
a . 
あるいは
l:q_(.A。,μ。)a?i=a四 (Po,μ。)q,=μ。
/(μ。)＜上＝四(Po,μo)P, 
aμ。
先きにことわったように上式の右辺はLas式指数である。第3図の点E={P1} 
に関しては次式が成立する：すなわち
匹（訊，恥）p。=四(Pぃy)Po=μ。
すなわち， {Pi。}は P{A}を過ぎる無差別曲面への接線上に位置する。もし，
生＝附とするとp 
J>1-=...!L pμ。
となる。同様に第 1期間における所得に関連すると，その価格補整指数の限界
値を決定しうるのである。
定理4B:ここではPaa式指数が真の指数の下限をなすことの理論を展間す
る。所得凸’によって確定される水準 S'に関連される物価指数をとると
μ, 
~,_ .、くUo,CS')<丑
μ。'
上の第(4)式の左辺は Paa式指数であり，ここでμ。'は
6) H. Staehle, ibid・p. 168. 
7) S. Malmquist, ibid. p. 219. 
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~q(Pi。, μ。')か=μ/
によって決定されるのである。
証明 上の第(3)式の添字 0を 1とを置換してμ。=μ/,μ,=μ。’および S=S'
とすると次式をうる8)0 
苓 <I10(S')<エq(Pi,μ/)p。， 
μ1μ,
この場合に LIJCP,。,μ。')か＝町であり，既述の循環テストに合格するとき，次
式が成立する：すなわち
]10 (S)= 1 
Io1(S1) 
かつ不等式である第(4)式が成立する。さらに，第(4)式で所得μいは所得に伴う
価格 {Pi。りを以って購入された数量変化を述べる予算デークーより決定される
のである。
L1 L, La 
第4図
B. 数量空間内の H.Staehleの不
等式8)の幾何表現と解釈について，
第4図により，すなわち 2財につい
て明らかにされる9)。 ここで 5本の
予算線 Li.L2, Ls, L,, Lsは次式で
示される：
ム：エq(Pi.μ')か=μ',
S, L2: ~q(Pi, μ0)p=μ", 
Ls: エq(Pi,μlll)Q1 =μIll' 
L,: エq(Pi。,μo)Po=μ。,
Ls: ~q(Pi, μ。)か=μ。
ここで所得μ'は直線 L1とL,とが点q(Pi,μ')で互いに交わるように決定
され，次式が成立する：すなわち
8) H. Staehle, ibid. p. 166. 
9) H. Wold, ibid. p. 61. 
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工q(Pi,µ')Po=µ。•
所得がは L2が無差別曲線 s。に接するように決定され，μ"は次のように決
定される：
工q(R。,μo)か=μ".
曲線OBCは価格Pで消費される数量が所得に伴ってどのように変化するかを
示すものであり。ここで9を第 1期間における関連商品 (qo)についての価格
とする。すると次式を求めることが可能である。
μ"'μ"μ' 
OG =..J!L ; OF=--=--: OE=-=--; OD=---=-'-・ P IP1 か P,
I(So) μ" OE = = • μ。 OGかつ
無差別曲線の原点に対する凸状性から次式が誘導される10): 
もしくは
OD<OE<OF, 
μ'μ"μ"' 
ー <ICS。)＝一<―μ。μ。μ。
第(5)式の右辺のμ"'項は次のとおりである。
μ"'=ヱq(Po,μ。)P1・
........ ,(5) 
これより右辺自身はLas式指数であり，左辺の所得μ'は次のように決定され
る：すなわち
Z:q(Pi, μ')Po=μ。
C. Malmquistは Staehleの不等式との関連で，上に証明した若干の指摘を
行なう1)。ここで彼はやや異なる記号を導入する。 μ00ー エqoPo; μ10 = Z: q1Po ; 
μ01=エq。,Pi;μ11 =エP1q1である。所得 μ00と μ11に対応的に第1期間，第 1
期間における実質所得をそれぞれ Ri(μoo)と R。とする。価格補整指数が第0
期間において所得に関連づけられるとき次式が導かれる：
μn=l[R。(μn)J・R。(μ11)およびR1(μoo)=J(μoo),μoo……………(6) 
10) S. Malmquist, ibid. p. 221. 
11) S. Malmquist, ibid. p. 221-222. 
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これから Las式， Paa式が次のように示される：
J(μoo) <旦．，…・(Las式）
329 
μ00 
I[R。（加）］＞阜．…・・(Paa式）
μ10 
既述の定理 4Aによって次式が成立する。
I(.μoo) >血
μ10 
............... (7)' 
•••••••••••••••(7}H 
・・・・・・・・・・・・・・・(8)
上式と Paa式の不等式を比較するときは， R。(μu)=μ,oの場合には両者は一
致することが判明するが，実際には次式をうる。
μ10>R。(μ11)
Paa式の不等式により
μ10> μll 
I[R。(μu)J
しかし μu=I[R。(μu)J・R。(μ11)
ゆえに μ10>R。(μ11)
第(8)式は Paa式不等式と一致しないという結論を下しうることになる。
もし，ここで約3=μ,。のときは， Staehle不等式をうる。すなわち
丑 <J(μoo)<且
μ00μ00 
・・・・・・・・・・・・・・・(9)
この式は R。(μu)=μ。oを意味するものでなく，実際には，数量点｛か｝は第0
期間における数量点 {q。}よりも低い無差別水準上に位置を占められるように
なる。これより次の定理が成立する。
定理5 定理4Aで規定された数量点 {qCA,ん）｝は点 {q(Po,μ。)}と比べ
て低い数量無差別水準上にある。かつ，第(3)式の左辺の項は Paa式指数と一
致せず，左辺の項は Las式指数と一致することになる 12)。
ここで定理4Bにおける不等式，第(4)式に関する同様の定理をうることが容
易に理解される。 Las式指数<Paa式指数のときは，第(3)式はここで価格補整
指数が所得に伴って変化するという理念を与えるのに用いられる。ここで例示
12) S. Malmquist, ibid. p. 222. 
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のため Malmquistは V.Hofstenから次の数値例を値りる13)。
1950年(7月~11月）第0期間 1951年(2月~4月）第1期間
価格 PoI数量 q。 価格 P1I数量 qi
バター 560 8.1 645 6.3 
マー ガリン 260 4.7 345 5.9 
バターとマーガリンの無差別曲面が他の商品の購入量に独立であり，なお， 2 
つの予算は時間的に確定不変の無差別水準での 1人の消費者に関連するとしよ
う。すると次の結果をうる：
/Joo=5758 ; /J10=5062 ; /Joi =6846 ; /Ju =6099 
これより 1(5758)<....&L=_§ 壁 =1.18914)
μ。 5758
1(5062)>芸＝讐=1.205 
この Hofstenの数値例より，バターとマーガリンについての物価指数は，同
ーの価格でバターとマーガリンヘのより大きい支出に関連する水準についてよ
りも，これらの低い支出に関する無差別水準についてより大であることを示
し，もし両品目への確定不変の支出が所得に伴って増加するときは，この物価
指数の値は所得と負の相関関係を示すのである15)。
D •. ここでは，消費数量が消費者グループについての予算データーからStaehle
の限界を確定する Malmquistの理論を取り上げることにする。
個々の予算と指数は，それぞれ以下のように示される：すなわち
{q*(P, .μ)}およびI入(μ)
所得μ の n人の消費者について，上記の Iを用いると次式が成立する。
1 1 " 1 l=―ー エエq詮(Pi。,JJ1)P戸ーエI"(µ。)•……..(10) μ。. n 入=I• n 
13) V. Hofsten, Price Indexes a叫 QualityChanges, Stockholm, 1952. p. 38. 
阜 =1.189である。原文では 1.188とあるがミスである。
μoo 
15) S. Malmquist, ibid. p. 224. 
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上式の右辺は次のとおりである。
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1 I'(μ。)＝一ー~q詮rn。, μ。)P1 
Po• 
定理6 もし，集計的予算データーから，既述の定理4Aにおいて規定された
「市場」物価指数が，個々の価格指数についての上限の単純算術平均であるこ
とが決定されるときは，そのすべてが第 0期のμ。に関連づけられる 16)。
炉｝での市場予算データーから求められた市場物価指数Iは次のように解釈
される：すなわち
すると
かつ
が成立する。
~q詮(Pi, 凸）Po=企； J(µ>-)=~ μA, 
.1_:E匹＂入 CA,μ1)P。=.1_:tか=μ。
n入 V n 
I=ー ＝
μIμ 入I入(μA) :Eμ 入I入(μ>-)
＝入
- μ。 μ。 こ伍。
........ (1) 
・・・・・・・・・・・....(1~ 
定理1 集計的予算データーから決定されるならば，定理 4Aに定義される
「市場」物価指数は個々〇指数 I入(μA)についての下方限界値の加重算術平均
であり，ここで 工企 ＝恥である。もし この個別指数が第 1期間における共n 
通の所得叫に関連づけられるときは次式が成立する。
lμ 入亨~!言. l・・・・・・ ・・・・・・・・Ol ←巧~= :~ 
これより次式が導かれる。
J=_!!:l_= l·······························••(14) —µ。上I::l入（叫
n 
6. Divisiaの物価指数
既に Divisia指数について極めて簡単に述べた。ここでは，われわれの
16) S. Malmquist, ibid, p. 224. 
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Malmquist自身がこれをどのように解釈しているかについて述べよう。
第 t期間の所得を μ(t),第0期間のそれを μ(0)とする。なお l'p(t),1'1 
(t)をそれぞれ物価指数および数量指数とする。すると， Malmquistによると
Divisiaの物価指数算式の誘導の出発点に要素逆転関係をとる。すなわち
lp(t)料(t)~卓ぷ~q(t)P(t)
μ(0) エq(t)p(O) •••••• ・:・.. ··•(15) 
tの関数としての変数である数量，価格および個別指数について微分して次式
をうる。
皐＋坐迫)_=
lp(t) dlp(t) 
工 q(t)dP(t)—十ェ P(t)dq(t)·……………(16) 
μ(t)μ(t) 
ここで次のようにおく。
旱=13 q(t)dP(t) , 
lp(t)μ(t) 
あるいは
log lp(t)=叫齊rp(t),
log I,(I)~叫賛dq(I)l ・・・・・・・・U7l 
上の第閻式に Pで表わされる Divisia指数式を規定する。元来，既に指摘し．
たとおりその論文の題名が示すとおり消費者グ）レープより成る経済社会につい
ての貨幣価値の変動を測定するべく展開されたものであり，指数式そのものの
理論構成のために他の論者と同様に，例えば Hofsten,Woldおよび Tornq-
vist1'のように無差別曲線に関連づけられ，かつ唯1人の消費者の行動分析を
基礎にお＜。この意味で H.Theil, K. Laiti~en は「消費理論への微分アプ
ローチ」の代表的算式として Divisia算式を挙げる2)。
所得 μ(t)を確定不変とする。すると価格点が価格無差別水準上を移動する
ときは JD=lとなる。これより次式が成立する：
1) L. Tornquist, "The Bank of Finland's Consumption Price Index," Bank of 
Finland Monthly Bulletin. 10, 1936. pp. 1-8. 拙稿(「LeoTomqvistの新しい
指数算式」経済論集， SJ年11月32.4)
2) Augus Deaton : Essays in the Theory and measurement of Consumer屁havior,
Cambridge Univ. Press, 1981の中の論文 "Theindependence transformation: 
a review .and some further Exploration." p. 7. 
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＇ log JD=μ{t) t0E q(t)dp(t) =O ・・・・・・・・U8l 
すべての価格が同一の割合 K(t)で変化するならば， JD=K(t)となる。 さら
にp,(t)=K(t)p,(O)のときは次式
log JD=『四幽碑坐
toμ(t) p,(t) 
=『口碑麟尋＿
oμ(t) K(t) -:log K(t)・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ U9)
上式でエq,(t)p.(t)=μ(t)である。ここで再び第 1図による。価格点を水準
S'上を Aから Cへと移動し， ついで s・ 上を Eから Aへ， 最後に直線
OB上を Aへと戻る。もし，所得を変化させない場合には次式をうる。
JD ACBE=l・CE OA 加・1・碑 • ••••••••• ·····••(20) 
CE OB もし，でで~o五のときは， 価格は元の値へ戻ったとしても JD~l となる。
例えば JDACEBA = K <1とすると，価格点に ACEBA経路を n回記述すると
しよう。すると次式が成立する。
JD=(K)n→O 
n回，述べられた経路 ABECAについては次式が成立する：すなわち
JD=[+r→00 
かくして，次のように述ぺられることの理解は容易である。
定理8 価格空間内の適した経路を，価格点をして述べさせることによって
Divisia指数の価格無差別水準は定理2の条件をみたさないときは，価格連鎖
の最初と最後における価格に独立に何らかの値に到達しうる丸
ここで明らかなことは，指数 JDは無差別曲面が価格補整指数がそれに関連
する水準に独立であるようなものであるときに限って，価格空間内の価格点に
よって述べられる経路に独立であるということである。一般に，指数 JDは価
格水準が相対価格によって決定されるときに所得 μ(t)が変化しても価格点に
よってとられる経路の関数である。これは M.K. Richter, C. R. Hultenの
3) S. Malmquist, ibid. p. 227. 
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いう Path_Indepen,denceの問題である％
既述のように Divisia指数は一般に異なる水準， もしくは標準に関連する
場合の無限個の連鎖による連鎖指数であり，この点で L.Tornqvist指数と同
じであり，その長所がみられるところである。ここで P と価格補漆指数との
間の差は次のように明らかにされた。
2財 A,Bぉよび2つの異なる水準 S'とSNとに基づいて考察するとしよ
う。水準 S'でこの消費者は商品 Aだけを，水準 SNでBだけを購入すると
しよう。この消費者は S'で出発し， Bの価格を100彩だけ騰貴させる。した
がって，消費者はその最適予算を SNに対応する水準上に位置づけられ，それ
から商品 Aが100彩騰貴させられるような所得変化を経験する。ここでJDに
よって価格補整指数を表わすとすると次式が成立する：
I。i"(S6)=1, Iぷ(S')=2;
I。z•(S') =Ii。1•CS') ・ J12•(S')=2
I。1•(S')=2; l1z•(S")=l; Iiぶ(S")=2
価格が直線上を移動したとすると JDについて次式が成立する：
lol=Ii。1•CS') ・ Iぶ(S")=l ........ (21) 
他方，もし， S'で Aの価格が 100彩だけ上昇され（購入量は A),その後，
所得変化によって達成され，終りに価格が100彩だけ上昇させられ，依然とし
て Bだけ購入すると次式が成立する。
I。祈(S')=2,Iiぷ(S°)=2,JD=Ji。1•CS') ・ Iぶ(S")=2·2=4 、
これより， P は価格変動と「標準」変動との結合的効果を測定するものであ
る。すなわち，価格と標準が変動するときは，このような「混合指数」 (mixed
index)は一般に価格変動もしくは標準変動だけが，それ自身で尺度となりえな
4) M. K. Richter, "Invariance Axioms and Economic Indexes," Econometrica, 
34, 1966, pp. 739-755. 
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いのである。．しかるに JDタイプの連鎖指数の利用は，それと異なる連鎖が関
連づけられる標準と価格変動との間に何ら系統的な依存関係がみられないとき
に限って正当化されるという基本的な特徴を有するのである。これをより正確
に述べると Pを連鎖の次のような異なる標準に関連づけられる価格補整指数
であるときに限って近似化されるのである：すなわち
JD ＂ー1O,n~H凡，o+1CS。)
o=O 
•••••••••••••• •(22) 
いま，これを一定の標準 Sに関連づけられる価格補整指数と比較するならば
次式が成立する。
”―I 
l'o,nCS)=ll J•••+1CS) 
゜J•(So) のあるものが，それに対応する J•(S) と比較して小もしくは大であるな
らば次式が導かれる。
JD~J"。,n(S) . ….. ………(23) 
1 定理9 K(t)を価格点 {P'(t)}= {P(t)}・ が同一の無差別水準上にとる
K(t) 
ように決定されるとき， μ(t)= K(t)・ μ。とする。したがって，対応的な数量点
{q'(t)} は同一の数量無差別水準上にとられ， K(t)は価格補整指数と一致す
る。したがって Divisia連鎖指数と所得μ。(0)=μ(0)に関連する価格補整指
数は一致する丸
時間の関数としての JDについて次式をうる：
log]D(T)= :Erq'o(t) dp.(t) 
o oμ(O)K(t) 
•••••••••••• ·••(24) 
ここで Pv(t)= K { (t)Pv'(t)}であるゆえに次式が誘導される： ＇ 
dPvCt) =K(t)d, かI(t) + Pv'(t)dK(t) ……………(25) 
したがって
t JD(T)'=_Lェ~qv'(t)d. 似 (t)+_L『エPv'Ct)q。(t)dK(t)I…伽）
μ。。μ。, K(t) 
5) S. Malmquist, ibid., p. 229. 
YRjo 0. Varitia, Relative Changes and Index Numbers, The Research 
Institute of the Finnish Economy, Serie A4, Helsinki, 1976. pp. 103-122. 
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上式の右辺の初項は予算面が価格点 {P'(t)}に共通の価格無差別水準に接する
ゆえに零に相等しく，さらに
四v'Ct)Pv'Ct)=µ。 (O~t~T)
したがって
log JD(T) =「堡； JD(T)=K(T) .. …•• …・・・(27)
o K(t) 
さらに数量点 {q(t)}は無差別水準 S。上をシフトし，次式が成立する。
Bl,。c+(μ。) 1 
BT =:E―ゎ(T)d柘(T)Vμ。 ・ ． ． ． ・ ． ・ ． ． ． ⑳
この場合に I。研(μ。)=Ii。.0(S,。)=lであるゆえに次の定理が成立する。
定理10 価格補整指数 loT(S,。)は次式によって与えられる。
loT(S,。)=loT紐o)=l+上こ『q.(t)dp.(t)・….. ……・(29) μ。。
この数量点 {q(t)は数量無差別水準 S。上をシフトする 5)。この定理は価格補
整指数の解析的表現を与える。たとえば，次の式はこのことを語るものであ
る。、
olo<m(μ) =dTI:; 竿．見睾紅：Cv=qvP糾……・・(30)
紐釦t oT 
これを文章で述べると次の定理11が誘導されることになる。
定理1 価格補整指数の変化は，商品についての相対価格変動と所得について
の対応的な予算の変化率の相関係数に依存する。指数はその相関係数が正であ
れば所得の増大につれて増大し， 負のときは減少することになるのである匹
7. 数量指数
この節では Malmquistの数量指数についての独自の理論を展開しよう。こ
こでは，価格空間を数量空間へ置換し，すなわち価格補整指数を数量補整指数
に置換して理論を進める。第 1に彼はその基礎定理を示す：すなわち
6) S. Malmquist, ibid., p. 230. 
7) S. Malmquist, ibid. p. 230. 
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定義： Q。={q。}を数量無差別水準 S。上の数量億とする。数量点 Q1{Q1}につ
いて定数 dは，数量点 <tQ1= {<tq1}は水準S。にとられる。したがって数量指
数は次式で示される：
Iいcs。)=ct ........ (31) 
ここで彼は価格補整指数と数量指数とを区別するため前者を Pで表わす。
価格点{~、} 1 
I記(So)は，いずれも同じ価格無差別水準上に在るということに
1 より tA。}に等価的であるように数量点 {q、} はともに同一の数量無差I。、(So)
別水準上に在るということによって {q。}に等価数である。
ここで Malmquistは周知の不等式
I。t9(So)< ~q,p。工q。p。'
I。i9(S1)>M!EL. 工q。p、
を問題展開の基礎におく。しかも，物価指数と同様に循環関係を利用する：す
なわち
q2 
la1'(S) =l12'(S) =l。2'CS) .. ……•• • …(31) 
ここで 2つの数量億 Q。と QIとに
ついての数量指数，すなわち任意に
とられる水準 Sに関連づけられる
指数を考察しよう。彼の第5図は 2
財の場合である％
定理12Qlと＆とを 2財の数量
とし， Sを任意にとった数量無差別
水準とする。しかるとき
. Ii記(S)=皿．阜…
OQ。OB ~3) 
が成立し，これを多次元へ容易に拡
第5図
1) S. Malmquist, ibid., p. 231. 
? ?
張されうる。
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証明 Qを曲面 S上の任意の点とする。上に規定した数量指数は数量点が Q。
から QIへとシフトする経路に独立であるゆえに次式が成立する丸
lQoQ1 (S) = lQoQ(S)lQQ1 (S) 
OA OQ1 lQoQ (S) =-; lQQ1 (S) =-
OQ。 OBなお •••••••••••• ・・(34) 
これより
]QOQl (S)= OA OQ1 OQ。OB'
が成立する丸
8. 要素逆転関係
これまでの物価指数および数量指数についてユニークな理論の展開の基礎に
Malmquistは価格と数量との間の逆転関係をおく。 この節で彼はこの関係自
体についてのその所見を展間する。すなわち， 価格 {P} と所得 μ(0)とによ
って無差別水準 S。，価格 (P,、}と所得 μ(t)とによって＆が規定される。さ
らに対応的な数量点をそれぞれQ。={q(O)} , Q1 = {q(t)} とする。水準Sに関
連する価格補整指数を JP(S),数量指数を Je(S), 数量指数をJe(s)とする。
ここで
μ(0) =μ(Po, ~。)，
μ(t)=μ(P,、,S、)
とするときは，既述の場合と同様に
2) Malmquistによれば，集計図数が相似拡大的でないときは，
lnP(l)な(1)/P(O)な(O)=~:[位(A)み(t)ix,(t)dt+~減s,(t)か(t)/P,(t)Jdt
の右辺の積分に積分の経路に依存的であり， 既述の Divisia指数も経路依存的であ
る。なお，右辺の初項は， Divisia数量指数の自然対数，第2項は物価指数の対数で
ある。なお， W.E. Diewert; The Economic Theory of Ind幻 Numbers,既掲，
A. Deaton: Essays, pp. 195-196をみよ。
3) S. Malmquist, ibid. p. 232. 
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叫 lq(s,。)=μ(Pt, s。)
μ(P,。,S。)
この関係は第6図で示される。 Q'
(S,。)を無差別曲面S。と数量点Q(S,)
と原点とを結ぶ直線 Lとの交点で
ある。もし，原点と Q(S,)との間の
距離が A,原点と Q'(S。)との間の
距離を Bとするときは
A lq (S,。)=—• ・・・・ (35)
B 
s, 
? ?
第6図
である。予算曲面
工か(t)qo(t)=μ(P,, S。)
は無差別曲面に接する。 Rをこの予算曲面と Q(S、)を原点とを結ぶ直線 Lと
の交点である。この無差別曲面の原点に対して凸状より原点から Rまでの距
離 B・＇は原点から Q'(&。)までの距離 Bより大ではない。すなわち， 次式が
成立する： 4) 
Aμ(Pi, S,) A 
百 =μ(P,,&。) B >-=Iq(S。） ・・・・・・・・・・・・ (36)
同様に次式をうる：
4)距離関数については次の文献がある。
A. Deaton; "The Distance Function in Consumer Behaviour w_ith Applicatoins 
to Index Numbers and Optional Taxation," Rev. of Economic Studies, 46, 
1979, pp. 391-405. 
彼によると距離関数は次の図によって説明される。 I'は数最空間内の無差別曲線，
q2 • Iヽ ,q OBは数量ペクトル，効用 Uと数量ペクトルが規定さ
れた距離関数 d(u,q)は，それで qがそれを無差別
曲線 U 上に位置どるために分割される数量を規定す
る。この値は OB/OAである。
Q(q1, qO; u)= d(u, が）＝ d(u, q0) 不変的効用数址指数
?
q, 
U(u1, u0, q) = d(u0, q) 
d(u1, q) 
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ff(S、)>μ,(Pa, S、)
μ,(Pa, So) 
JPは物価指数， P は数量指数であり， JP,[qは2期間の支出の相対的変化であ
ることが，その求められる特徴である。両指数を補整指数としよう：すると
JP(S,). P(S、)＝μ,(P,;S、). μ,(Pi。;S,) 
μ,(Pi。;S、)μ(Pi。;S。)
=μ,(P、;S,) =μ,(P,; Si。). μ,(P,;S,) 
μ,(Pi。;S。)μ,(Pi。;So)μ,(P,、;S。)
要素逆転関係の次の理論が成立する。
;., fP(S,。ゞ/f(S,。)・・・ (31)
定理13 S,。と S、との間にすくなくとも 1つの無差別水準（又は「標準」） Sが
存在し，その関係は次式による：
μ,(P,、;S,) =JP(S)・lq(S) 
μ,(P,。;S。)
ここで SはS。と＆との間の水準である5)。
9. 割当て需要の場合における価格措数6)
A. Deatonによれば， この「割当てのもとでの消費者需要」の問題は多く
次の(a)式に基準価格でそれに達するのに必要な支出によって無差別曲線を測定し， (b)
式はそれで基準数量ペクトルを切る原点からの距離によってそれを測定する。
(a) U(u1, か；P)= c(u1, P) 
c(u0, P) 
. (b) U(が， uO;q)= d(u0, q) 
a(u1, q) 
5) S. Malmquist, ibid., p. 234. 
6)この問題については H.Woldが「開拓的労作」と称した次の Malmquistの著作が
ある。
S. Malmquist; A Statistical analysis of the demnd for liquor in Sweden, 
Thesis, 1948, Uppsalaがあるが，筆者にとっては入手不可能であり，本稿では彼の
"Trabajo"論文と Woldの著作によった。その他
E. Rothbart; "The Measurement of Change inreal income under Conditions 
of rationing," Rev. of Economic Studies, B, 1941, pp. 100-7. 
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の財の消費量は直接的にそれを消費するもののコントロールのもとにないとい
うのが共通の観察の問題である。公費財の供給水準は個人の消費者によって嗜
好されて変化されえない。市場財の不足あるいは形式的割当が消費の上限をき
める」とし，第2次大戦直後にこの問題に集中され， その代表者は J.Tobin 
であったが，その後はしばらく重視されず， R.A Po11akがその例外であっ
た。しかるに， ここ数年において一般均衡モデルの問題で再び重視されてき
た」とする。
Malmquistは次のようにこの問題について展開する。
A ある一定の商品が割当てられるときの2つの価格状態 {Po} と {pt} とが
比較される。第 1に割当てられる商品とその定量は両期間について同一である
ゆえに消費長はその全定量を持続すると想定しよう。かくして，彼は非定量財
価格を P.(v=l,…, m), 定量財価格を凡(v=m+l,…， n)とし，割当量を R。
(v=m+l, …， n)とする。消費者は全体の割当量から選択する。もし，そうな
らなければ，その商品は非割当量とみなされ，次の定理が成立するのである。
定理14 もし，割当量が 0と1との2期間について同一であり，消費者がその
全割当量を購入すると既述の Staehleの不等式（定理4A, 4 B)の消費量
は通常の意味で最大・予算を表わさなくても依然として，それは成立する”。
この定理により次式が成立する：すなわち
n ,n I 
1::P.'q.。1::P.'q.o十1::P.'R.
•=1 . ● =1•=m+l 
" . "'" >I(S,。)＞工p.oq.。"f:,p.oq.o+エp.oR.
V=l O=l O=m+l 
m n n 
工p/q。'+工p.,'R。エp/q。9
11=1 o=m+l 11=1 
m n = n ........ 閲
工PoOq/+工p.oR。エPo゜qo'
o=l v=m+l o=l 
A. Deaton, Essays in the theory and measurement of consumer behavior, 
Cambridge Ulniv. Press. 1981. pp. 55-72. 
7) S. Malmquist, ibid. p. 235. 
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上式で S。は数量点 [q。o,R』をふくむ水準であり，上の不等式の証明には第
1に条件づき無差別曲面を定義することが必要である。
定義 U=U(q1, ・， q.)
Uの変化は数量空間内の無差別マップを規定する。ここでq.(v=m+l,…，n) 
は確定不変で，それぞれ品に相等しいとき，すなわち
麻 =u(qぃ・・・,Qm, .Rm+!, …， R.) 
は変化する URについての数量空間内の条件づき無差別マップを規定する。
m 
この消費者について μ1'=:EPv'かを第0期間にこれらの商品に無消した額
•=I m 
L3p.oq00に等価的である第 1期の価格で非割当商品に対して無消した額である
•=I 
としよう。別言すれば数量点 {q10,…, qmD}と {q1,・・・，如｝は同一の条件づき
無差別水準にとられる。これらの 2つの数量点は最適（条件づき）予算を示すか
た既述の Koniisの価格補整指数の定義に従って次の不等式をうる：
m m 
I;q訊'Pv'1 I;pv'q。'
•:1 >午>":1
~pふ゜ μ。 I;p. ゜qv'
ヽ i
??・~．．• • • ．?．?．• ．?
上の第(39)式の成立条件は次のとおりである。
m m 
4p.oq。=μ。1= I:;'Pv゜q.'
｀ 1 n m m さらに μI十I:Pv'R. = I:Po'q. 0 + I:;p. 0 R.(μ1 =μ。)
V=m+1 V=I V=m+t 
ゆえにμ。に関する物価指数，例えば[(μ。)を決定する。
I(µ。)~....!!L
μ。
したがって
” μ1'=μ。[(μ。)ーエP。'R"
か-m+l
なお，第 3の式より
m n m n 
L3P.'q.o十こか'R。 L3Pv'q。'+L3Pv'R.
•=1•=m+1 >Hμo)> •=1 v=m+1 ．．．．．．．・(40)μ 。μ。
この式は次の前提による：
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m m 
~p.oq.o=エp.oq.'
1 1 
あるいは
m・n m n 
μ。＝工p,oq.o+エ炉R.o=エp.゜釦'+~p。OR。……………(41)
1 m+l 1 m+t 
なお，既述の定理14が規定される8)。
B ここで考察されるのは，ある 1商品が両期間で割当てられる場合について
である。割当の大きさを Rとする。価格は2期間について同一であると想定
する。さらに消費者は全体の割当を受けとるとする。割当は価格変動と所得変
化の組合と解せられる。
定義：割当のもとでの物価指数は次のように定義される。もし，第0期間にお
ける消費者の所得をμ とするとき，μ*をそれが所得μ について第0期間で
購入された予算と同一の無差別水準の予算による購入費をうる所得であるとす
る。ここやの物価指数は次式による9)。
Iい(μ。)＝―μ* μ。
．．．；．．．．・{4n
さらに一歩進んで彼の E.Rolhbartのいわゆる 「事実上の価格点」の問題に
ついてその見解を述べる 10)0 
定義：事実上の価格 {p"(μ)}が，それについて次の 2つの形式の所得μ の消
費者について等価的である価格の集合として規定される11)。
1. 価格 P(μ)で割当てられる。
2. その期間について Rに割当てられる商品について Po(μ), 他の商品に
ついて {P}である。
上に規定したように無限組の事実上の価格点をもつことが容易に理解され，
もし {P"(μ)}が事実上の価格点とし，それが価格無差別水準 S上に位置する
8) S. Malmquist, ibid. p. 256. 
9) S. Malmquist, ibid. p. 237. 
10) E. Rothbart, "The Measurment of changes in real income under cnditions 
of ratioming," T. 加 Rev.of Economic Studies, 8, 1941, pp. 100-7. 
11) S. Malmquist, ibid. p. 237. 
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ときは，任意の価格点 {P)は，それが S上にあるときは，しかもそのときに
限って事実上の価格点が存在することになる。
いま，第 1に割当てられる商品についての要素関数を考察し，次のように述
べるとする。
qn=qn{(p), P', μ} 
P'は当該商品の価格， {P) は他の商品価格，μ は所得である。 PR'(μ1)は次式
による：
R=qn{(p}, P以ゆ，叫
消費者が μi, {p}および pRr(μ1)に直面するとき，割当財の数量 Rを購入す
る。したがって彼は割当財に対して費消する μI=Rft°1{(μ1)を所有する。
なお，もし彼が'μ で，価格 .f!:..{P},PRr(μ1).f!:.. で割当がないときは， Rを
μIμI 
購入する。したがって，彼はその価格 J!:.田である割当財に費消される。
μI 
μ'=μ-pRr (rt汗 Rの額を所有し，、もし，価格が田のときはμ'は μ1-Pが
μI 
(μ1)Rに対して等価的である。もし，価格はゆ}, {Pりで所得μ のときは，
しかも
μ=μ1-R. 加r(μ1)+R,が……•……··(43)
そのときは非割当財の購入について同じ剰余が存在することになる。ゆえに次
の定理が成立することになる。
定理15: 事実上の価格の 1つの集合は次式で与えられる：
{P0(μ)} ={ {Pl---;; ヤ (μ1)---;;} ．．．．．．．・(4)
上の第闘式で
μ1=μ+RR'(μ1)R-.P'R; 
R=qn{ゆ}, PR'(μ1), μ1} }……………(45) 
ここで qn{{P},P『,μ1}は割当財に関する需要関数である12)。上式の指数 Io1R
(μ)の限界の誘導を試みる。
12) S. Malmquist, ibid. p. 239. 
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定理16(A): μ'は次のように規定される：すなわち
工q.(μ)p."(μ')=μ1 
すると 土ビ>Io1R(μ)>l
μ 
346 
上式で指数は第0期間における所得μ に関連する13)。 このことは次のように
証明される。
証明：割当が存在しないときは，第0期間を通じて所得μ で購入される数量
を切(μ)}とし， その財が割当てられるときは第 1期間を通じての購入量を
｛が(μ)}.としよう5
ここで {q(μ)} とが(μ)}が同一の予算面上にとられるが {q(μ)}が最適
であり，したがってが(μ)}に対して選好的である。もし
I記(μ)=― μ* μ 
のときは，が>'および次式が成立する。
I。/(μ)>1
{q(μ)} とが(μ')}とが同一の予算面上に位置するが｛が(μ')}が最適であ
り，したがって {q(μ)} に対して選好的である。・かくしてμ'>μ*であり，上
の不等式が成立する。彼は2財の第7図は価格空間内の上等式を示す。
指数が第 1期における所得μ に関連するときは次の定理が導かれるのであ
る。
定理16(B) μ'は次のとおりである：
工q(μ')p.V位）=μ 
すると 」午>Io/(μ)>1 ……………(46) 
μ 
第幽式で指数は第 1期間内の所得μ に関連する 14)。
上述のとおり {q(μ)} は，その財が割当てられるとき，第0期間の予算であ
り，｛が(μ)}ば第 1期間の予算である。かくして指数は次のように規定される：
13) S. Malmquist, ibid. p. 239. 
14) S. Malmquist, ibid. p. 237. 
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I記(μ)=y
これより，研(μ))と {q(μ*)) とは同一の無差別水準上にある。｛砂(μ))と
{q(μ*)} とは同じ無差別水準上に位置する。すなわち， :Eq.Pov (μ) =μ が成立
P, ? ?
? ?
? ??
するが， {q町μ)}は最適であり，
{q(μ')} に対して選好的である。し
たがって，ここでμ゜<μ*が成立し，
定理16(B)の最初の不等式であり，
最後の不等式は前の場合と同様に
附(μ)}と {q(μ)}とが同一の予算
面上に位置するが， {q(μ)}の最適で
あるという結論が下される。
以上の割当制度下での指数理論
は，多数財の場合へと拡大される。
第1図
10. むすび
以上が StenMalmquistの指数の諸問題についての極めてユニークな理論
の忠実な解説的記述である。その基本的特徴は消費者側での費用の極小化の制
約的想定を行なわないということに求められる。 もし，効用関数fが一定の
条件を満足するとき，彼の数量指数は Las.-Paa. -Fisher-Tornqvistの数
量指数により近似化されるか，もしくは相等しいとされる。その理論のベース
をKonus,Hofsten, Waldに求めることにより，いわゆる北欧学派の指数理
論の系譜で重要な位置を占める。残された問題は，今日，指数論研究の中心と
もいえるカナダ学派の Diewert,Afriat等の理論との関連性の研究であり，
それこそ筆者に残された問題である。
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